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Oz
Bu calismada, son zamanlarda iizerinde ¢alisilan bir agik problem olan “sabit ¢ember problemi” igin yeni

sonuglar aragtirmaya calisacagiz. Bunun icinde literatiirde var olan bazi bilinen daralma kosullarindan
esinlenecegiz. Bu anlamda, metrik uzaylar iizerinde JS-Ciric tipinde X, -daralma, JS-Hardy Rojers tipinde X, -

daralma, JS-Reich tipinde X,-daralma ve JS-Chatterjea tipinde X,-daralma kavramlarim tanimlayacagiz. Bu

yeni daralma kosullar1 ile bazi sabit ¢cember teoremleri ve sabit disk sonuglar1 elde edecegiz. Son bolimde de,
elde edilen teorik sonuglari gercekleyen bazi drnekler verecegiz.

Anahtar Kelimeler: Metrik uzay, Sabit cember, Sabit disk

On Some Generalized Fixed Circle Results

ABSTRACT
In this study, we try to search for new results for the “fixed circle problem”, which is an open problem that has
been studied recently. In this we inspire by some known contractive conditions that exist in the literature. In this

sense, we define the concepts of JS-Ciric type X, -contraction, JS-Hardy Rojers type X, -contraction, JS-Reich

type X, -contraction and JS-Chatterjea type X, -contraction on metric spaces. With these new contraction

conditions, we obtain some fixed circle theorems and fixed disc results. In the last section, we give some
examples that demonstrate the theoretical results obtained.
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. GIRIS
Sabit nokta nedir?
X # J kiimesi tizerinde T : X — X bir fonksiyon olsun. Eger

Tx=X

olacak sekilde bir X € X noktasi varsa bu X noktasina T fonksiyonunun bir sabit noktasi denir.
Sabit nokta kavrami, sabit nokta teorisi altinda sikg¢a caligilan bir konu haline gelmistir. Sabit nokta
teoremleri, genel olarak belirli kosullar altinda verilen bir fonksiyonun sabit noktasinin varligini ve
tekligini garanti etmede yardimci olmaktadir. Fakat dyle fonksiyon ornekleri vardir ki sabit noktasi
olmasina ragmen literatiirde var olan sabit nokta teoremlerinin kosullarin1 saglamaz. Bu durumda da,
yeni sabit nokta teoremlerinin arastirilmasi yeni bir ¢alisma konusu olarak karsimiza gelmektedir.
Yeni teoremler aragtirilirken, kullanilan yontemlerden biri ele alinan daralma kosulunun
genellestirilmesidir. Bu anlamda Ciric tipinde [1,2], Hardy-Rogers tipinde [3], Reich tipinde [4] ve
Chatterjea tipinde [5] daralma kosullar1 tanimlanmis ve bu kosullar yardimiyla ¢esitli sabit nokta

teoremleri elde edilmistir.

Bazi fonksiyon ornekleri de ele alindiginda sabit nokta sayisinin birden fazla oldugu goriilmiistiir.
Ormegin, X =[] ve T :[J — [ fonksiyonu her X el icin

TX=%X*+Xx-9

seklinde tanimli olsun. Bu durumda, T fonksiyonunun X, =—3 ve X, =3 gibi iki sabit noktasi

vardir.

Yukaridaki 6rnekte goriildiigii gibi, bir fonksiyonun sabit nokta sayisi birden fazla oldugu durumda bu
sabit noktalarin geometrik Ozelliklerinin arastirilmasi “sabit ¢ember problemi” olarak karsimiza
cikmugtir [6].

Peki sabit cember nedir?

(X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. X, merkezli r yaricapl gember
C.r={xeX:d(x,x)=r}

seklinde tanimlidir. Eger her X CXO’
bir sabit cemberidir [6].

icin TX=X ise bu durumda CXO‘r ¢emberi T fonksiyonunun

r

Sabit gember kavrami benzer sekilde sabit disk kavramina genellestirilmistir:

X, merkezli r yarigaph disk
D, ={xeX:d(x,x)<r}

seklinde tanimlidir. Eger her X € on,
sabit diskidir [7].

icin Tx=X ise bu durumda D, . diski T fonksiyonunun bir

r
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Bu problem ¢ergevesinde, literatiirde degisik yaklasimlar ile farkli sabit gember ve sabit disk sonuglari
elde edilmistir. Ornegin, bu probleme ilk ¢éziim Ozgiir ve Tas tarafindan Caristi esitsizliginden
yararlanilarak elde edilmistir [6]. Daha sonra Ozgiir tarafindan sabit disk kavranu tanitilip, simiilasyon
fonksiyonlar1 yardimiyla bazi sabit disk sonuglar1 verilmistir [7]. Tas, Ozgiir ve Mlaiki 2018 yilinda
Wardowski teknigi yardimiyla bilinen daralma kosullarindan esinlenilerek yeni sabit cember sonuglari
ispatlamislardir [8]. Ozgiir ve Tas 2018 yilinda yardimci bir fonksiyon ailesi yardimiyla yeni sabit
cember teoremleri elde etmislerdir ve ayrica sabit ¢ember {izerinde siireksizlik durumlarini da
incelemislerdir [9]. Bisht ve Ozgiir 2020 yilinda &—¢& daralma kosulu kavramini kullanarak sabit
cember problemine yeni sonuglar elde etmisler ve sinir aglarina da bir uygulama vermislerdir [10].
Celik ve Ozgiir 2020 yilinda farkl1 teknikler ile literatiire yeni sabit cember sonuglar1 kazandirmislardir
[11]. Tas ve Ozgiir 2020 yilinda S-metrik uzaylar iizerinde sabit gember problemine yeni sonuglar
verip, literatiirde var olan bazi sabit ¢ember sonuclarim1 genellemislerdir [12]. Ozgiir ve Tas 2021
yilinda Pata Zamfirescu tipinde sabit disk sonuglari elde edip, proximal anlamda bir uygulama
vermislerdir [13]. Roy ve Saha 2022 yilinda genellestirilmis JS-daralma kosulu yardimiyla sabit
¢ember problemine bir uygulama elde etmislerdir [14]. Mlaiki ve arkadaslan tarafindan 2022 yilinda
cesitli ortak sabit cember problemleri de elde edilmistir [15]. Kaplan ve arkadaslar1 2022 yilinda yeni
bir yardimci fonksiyon ailesi yardimiyla bu probleme yeni sonuglar kazandirmislardir [16]. 2023
yilinda da bu problem bulanik esnek kiime yardimiyla da ¢aligilmaya baslanmistir [17, 18].

Biz de bu calismada, metrik uzaylar lizerinde [8] numarali kaynakta elde edilen sabit ¢ember
sonuglarin1 JS-daralma kosulu teknikleri [14,19-21] ile birlestirerek yeni sabit ¢ember teoremleri
ispatlayacagiz. Elde edilen bu sabit ¢cember teoremleri yardimiyla da sabit disk sonuglar1 verecegiz. En
son olarak, elde edilen teorik sonuclar1 destekleyen ornekler sunacagiz.

1. ANA SONUCLAR

Bu boliimde bazi sabit ¢ember sonuglari elde edecegiz. Bunun igin de asagidaki sekilde tanimhi W
ailesini kullanacagiz:

YV ailesi asagidaki kosullar saglayan y : [0, oo) - [l, oo) fonksiyonlarinin sinifidir.

i) w artan bir fonksiyondur.
i) w(t)=1<1=0.

Yeni sabit cember sonucu elde etmek i¢in asagidaki tanimi verelim.

Tamm 2.1. (X,d) bir metrik uzay ve T:X-—>X bir fonksiyon olsun. Her XxeX igin
q,r,s,t 6[0,1) ve q+r+S+1t <1 olmak lizere

t

d(x,TxO)+d(x0,Tx)}

d(Tx,X)> 0=y (d (Tx,x)) <y (d (%, %)) v (d (X, X)) w(d (%, Tx,))’ 1//[ >
olacak sekilde X, € X ve y €V varsa, T fonksiyonuna JS-Ciric tipinde X, -daralma denir.

Onerme 2.2. (X,d) bir metrik uzay ve T :X — X fonksiyonu x, € X ile bir JS-Ciric tipinde X, -
daralma olsun. Bu durumda X, = TX,; dur.
Ispat. Tersine X, # Tx, olsun. Bu durumda, hipotezden
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W (d (T, %)) <w(d (%, %)) v (d (%, %)) v (d (%, %)) v

d (X, TX,)+d (XO,TXO)]
2

(0) w(d (xO,TxO))r v (d (XO,TXO))S v (d (XO,TXO))t
(d (XO,TXO))r+S+t

elde edilir. r +s+t<1 oldugundan,

=y
=y

v (d (% Tx))=1
olur ve i/ fonksiyonunun tanimindan d (XO,TXO) =0 dur, yani Tx, = X, elde edilir. o

Teorem 2.3. (X,d) bir metrik uzay, T : X — X fonksiyonu X, € X ile JS-Ciric tipinde X, -daralma

olsun ve r sayisi

r=inf {d (Tx,x):x#Tx}

seklinde tanimlansin. Eger XECxo,r

igin d(Tx,%,)=r ise bu durumda, T fonksiyonu C,

¢emberini sabit birakir.

Ispat. Asagidaki durumlar dikkate alalim:

Duruml: r=0 olsun. O halde C,  ={X,}olur ve Onerme 2.2 den C, = g¢emberi T nin bir sabit

¢emberidir.

Durum2: r >0 ve XeC. _ noktas1 d (X,TX) >0 olacak sekilde bir nokta olsun. Hipotezden,

Xo.F

w (d(Tx,x)) <y (d(x, xo))q w(d (x,Tx))r v (d (Xo,TXo))S (/{d (X’Txo)zd (XO,TX)}
(r) w(d(xTx)) v (0) w(r)
(d(xTx))" w(d (xTx)) w(d (xTx))

d
(d (x,Tx))q+r+t

IN

7
7
7

elde edilir. q+r+t<l oldugundan l//(d(X,TX))=l olur ve  fonksiyonunun tanimindan

d(x,Tx)=0, yani Tx=Xx elde edilir. Sonug olarak, C,,.r semberi T nin bir sabit gemberidir. o

Sonug 2.4. (X,d) bir metrik uzay, T : X — X fonksiyonu X, € X ile JS-Ciric tipinde X, -daralma

ve r sayist Teorem 2.3 deki gibi tanimli olsun. Eger X € D, | igin d (TX, Xo) <Tr ise budurumda, T

T
fonksiyonu D, . diskini sabit birakir.

Ispat. Teorem 2.3 iin ispatina benzer sekilde kolayca goriiliir. O
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Tamm 2.5. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Her x e X igin k €[0,1)
ve a+f+y+0+n<l, a,B,7,0,n >0 olmak iizere

d(Tx,x)> 0=y (d(Tx, X)) <w[ad (X% )+Bd (X, Tx)+yd (X, Tx; ) +5d (X, Tx, ) +7d (xO,Tx)]k
olacak sekilde x, € X ve y € varsa, T fonksiyonuna JS-Hardy Rojers tipinde X, -daralma denir.

Onerme 2.6. (X,d)bir metrik uzay ve T:X—X fonksiyonu X, € X ile bir JS-Hardy Rojers

tipinde X,-daralma olsun. Bu durumda X, = Tx, dur.

Ispat. Tersine X, # TX, olsun. Bu durumda, hipotezden

v (d (T, X)) Sy [ @d (X5, %)+ Bd (X5, TXy )+ 7d (X, X ) + 50 (%5, TX, ) + 77l (XO,TXO)]k
=l//[0+ﬁd(XO,TXO)+0+O+77d(XO,TXO):|k
= [(B+m)d (x0Tx) |
<gu[d(x0,TxO)]k

elde edilir ve bu bir geligkidir. O halde TX, = X, olmalidir. o

Teorem 2.7. (X,d)bir metrik uzay ve T :X — X fonksiyonu x, € X ile bir JS-Hardy Rojers

tipinde X,-daralma ve r sayisi Teorem 2.3 deki gibi tanimli olsun. Eger X € C, | i¢in d (TX, Xo) =r

Xo,T

ise bu durumda T fonksiyonu C, . ¢emberini sabit birakir.

Ispat. Asagidaki durumlari dikkate alalim.

Durum 1: r=0 olsun. O halde C, , ={X,} olur ve Onerme 2.6 dan C, . cemberi T nin bir sabit

¢emberidir.

Durum2: r >0 ve xeC, . noktas: d (TX, X) >0 olacak sekilde bir nokta olsun. Hipotezden,

v (d(Tx, X)) <y [ ad (X X))+ Bd (X, Tx)+7d (X, Tx, ) +5d (X, Tx, ) +7d (xO,Tx)]k
=y [ar+pd(xTx)+yr+5r+7r ]
<1//[(a+ﬁ+7+5+77)d (X,TX)]k

<y[d (x,Tx)]k

elde edilir ve bu bir geligkidir. O halde TXx=X olmalidir. Sonug olarak C, . ¢emberi T nin bir sabit

¢cemberidir.
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Sonug¢ 2.8.(X,d) bir metrik uzay, T : X — X fonksiyonu x, € X ile JS-Hardy Rojers tipinde X, -
daralma ve r sayist Teorem 2.3 deki gibi tammli olsun. Eger X€ D, . i¢in d (TX, XO)S r ise bu

durumda, T fonksiyonu D,  diskini sabit birakir.

Ispat. Teorem 2.7 nin ispatina benzer sekilde kolayca gériiliir. o

Tamm 2.9. (X,d) bir metrik uzay ve T :X — X bir fonksiyon olsun. Her X e X i¢in k €[0,1) ,
a, B,y >0 ve a+ f+y <1 olmak iizere

d(Tx,x) > 0=y (d (Tx, X)) <w[ad (X,%)+Bd (X, Tx)+yd (X, TX, )]k
olacak sekilde X, € X ve €V varsa T fonksiyonuna JS-Reich tipinde X,-daralma denir.

Onerme 2.10. (X, d ) bir metrik uzay ve T : X — X fonksiyonu X, € X ile bir JS-Reich tipinde X, -

daralma olsun. Bu durumda X, = TX, dur.

Ispat. Tersine X, # TX, olsun. Bu durumda hipotezden

v (d (T, X)) Sw [ @d (X5, %)+ Bd (X5, TX, ) + 7d (XO,TXO)]k
=y [ a0+ Bd (%, Tx, )+ rd (xO,Txo)]k
=v[(8+7)d (6:T%) ]
<1//[d(x0,Tx0)]k

elde edilir ve bu bir ¢eliskidir. O halde TX, = X, olmalidir. o

Teorem 2.11. (X, d ) bir metrik uzay ve T : X — X fonksiyonu X, € X ile bir JS-Reich tipinde X, -
daralma ve r sayisi Teorem 2.3 deki gibi tanimli olsun. Bu durumda, T fonksiyonu C

sabit birakir.

x,.r semberini

Ispat. Asagidaki durumlar dikkate alalim:

Durum 1: r=0 olsun. O halde C, & ={X,} olur ve Onerme 2.10 dan C, . gemberi T nin bir sabit

¢emberidir.

Durum2: r >0 ve xeC, . noktasi d (TX, X) >0 olacak sekilde bir nokta olsun. Hipotezden,

r

v (d(Tx,x)) <y [ad (%, %)+ Bd (X, TX) +7d (%, T%) |’
=y|ar+pd (x,Tx)+;/r]k
<y[(a+pB+y)d (X,TX)]k

< W[d (x,Tx)]k
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elde edilir ve bu bir geligkidir. O halde TXx=X olmalidir. Sonug olarak C, = ¢emberi T nin bir sabit

¢emberidir.

Sonug¢ 2.12. (X,d) bir metrik uzay, T:X—X fonksiyonu X, € X ile JS-Reich tipinde X, -

daralma ve r sayist Teorem 2.3 deki gibi tanimli olsun. Bu durumda, T fonksiyonu D, . diskini

sabit birakir.
ispat. Teorem 2.11 in ispatina benzer sekilde kolayca gbriiliir. 0
Tamm 2.13. (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Her x e X icin k €[0,1)
ve 77 €(0,1) olmak iizere
d(Tx,x)>0=y(d(Tx,x)) < w[n(d (X, T, )+d (xO,Tx))}k

olacak sekilde X, € X ve €V varsa, T fonksiyonuna JS-Chetterjea tipinde X,-daralma denir.

Onerme 2.14. (X, d ) bir metrik uzay ve T : X — X fonksiyonu X, € X ile bir JS-Chatterjea tipinde

X, -daralma olsun. Bu durumda X, = TX, dir.

Ispat. Tersine X, # Tx, olsun. Bu durumda, hipotezden

(A (T %)) <v [0 (%0, T)+d (36,T)) |
= 1/1[2770' (XO’TXO ):Ik
< ‘//[d (XovTXo)]k

elde edilir ve bu bir ¢eliskidir. O halde TX, = X, olmalidir.o

Teorem 2.15. (X , d) bir metrik uzay ve T : X — X fonksiyonu X, € X ile bir JS-Chatterjea tipinde

X, -daralma ve r sayisi Teorem 2.3 deki gibi tanimli olsun. Eger X€C, | i¢in d (TX, Xo) =TI ise bu

Xo,T

durumda T fonksiyonu C, . ¢emberini sabit birakir.

Xg,T
Ispat. Asagidaki durumlari dikkate alalim.

Durum 1: r=0 olsun. O halde C, . ={x,} olur ve Onerme 2.14 den C, . gemberi T nin bir sabit

¢cemberidir.

Durum2: r>0 ve Xe Cxo, noktasi d (TX, X) >0 olacak sekilde bir nokta olsun. Hipotezden,

r
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w(d(x,Tx))< W[U(d (%,Tx,)+d (XO,TX))JK
=y [n(rer)]
=v[2(n)]
<z//[277d(x,Tx)]k
<(,//[d(x,Tx)]k

elde edilir ve bu bir ¢eliskidir. O Halde TX = X olmalidir. Sonug olarak CXD'r ¢cemberi T nin bir sabit

¢emberidir. O

Sonug 2.16. (X,d) bir metrik uzay, T : X — X fonksiyonu X, € X ile JS-Chatterjea tipinde X, -
daralma ve r sayist Teorem 2.3 deki gibi tammli olsun. Eger X €D, . i¢in d (TX, XO)S r ise bu

durumda, T fonksiyonu D, . diskini sabit birakir.

Ispat. Teorem 2.15 in ispatina benzer sekilde kolayca goriiliir. o

I11. ORNEKLER

Bu boliimde ikinci boliimde verilen teorik sonuglara bazi 6rnekler verilecektir.

Ornek 3.1. X =[] alistlnus metrik uzay ve T :[] —[] fonksiyonu her x €[] igin

, X=2
Tx = _
X , diger durumlar
seklinde tamimlansin. Bu duruda T fonksiyonu X, =0 ve her x €[] i¢in

1 x=0
w(x)=<2 , x=1
25 , diger durumlar

seklinde tanimh y : [0, OO) - [1, OO) fonksiyonu ile JS-Ciric X,-daralmadir. Gergekten, X = 2 i¢in

d(32)=1,d(20)=2,d(0,0)=0, d(0,3)=3
ve s=0, r=0, q:%, t:% segilirse

t
v(1) <y (2)'w(1) w(0) w(%} = 2<25%21.1°.25' =257 =25 =5
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elde edilir. Ayrica
r=inf{d(Tx,x):x=Tx} =1
oldugundan C, = {—1, 1} gemberi T nin bir sabit gemberidir.

Ornek 3.2. X =[] alisilns metrik uzay ve T :[] —[] fonksiyonu her x €[] igin

{9 , X=8
Tx =

X , diger durumlar
seklinde tanimlansin. Bu durumda T fonksiyonu X, =0 ve her x €[] igin

1 x=0
w(x)=<2 |, x=1
25 , diger durumlar

seklinde tanimli y :[0,00) —>[L,00) fonksiyonu ile JS-Hardy Rojers tipinde
Gergekten, X =8 i¢in

d(8,0)=8,d(8,9)=1,d(0,9)=9

: 5=%, ,B=%, 77=% secilirse

vea—EO —E
g "3

elde edilir. Ayrica
r=inf{d(Tx,x):x=Tx} =1
oldugundan C, = {—1, 1} cemberi T nin bir sabit gemberidir.

Ornek 3.3. X =[] alisilmis metrik uzay ve T :[J —[] fonksiyonu her x €[] igin

5 , x=4
Tx = )
{X , diger durumlar

seklinde tanimlansin. Bu durumda T fonksiyonu X, =0 ve her X e[l igin

1 x=0

w(x)=42 , x=1
25 , diger durumlar

X, -daralmadir.
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seklinde tanimli l//:[O,oo)—>[1,oo) fonksiyonu ile JS-Reich tipinde X,-daralmadir. Gergekten,
X =4 i¢in

d(4,0)=4,d(4,5)=1,d(0,0)=0

ve a = ,,3=%, }/=é secilirse

|-

elde edilir. Ayrica
r=inf{d(Tx,x):x=Tx} =1
oldugundan C, = {—1, 1} cemberi T nin bir sabit gemberidir.

Ornek 3.4. X =[] alisilns metrik uzay ve T :[] —[] fonksiyonu her x €[] igin

13 x=12
TX = )
X , diger durumlar

seklinde tanimlansin. Bu durumda T fonksiyonu X, =0 ve her x e[l igin

1 Xx=0

y(x)=4<2 , x=1
25 , diger durumlar

seklinde tamimh i :[0,00) —[1,00) fonksiyonu ile JS-Chatterjea tipinde X, -daralmadir. Gergekten,
x=12 igin

d(12,0)=12 ,d(0,13)=13
ve 7 =% K :% segilirse
l//(l)SW(\/g)ZZS
elde edilir. Ayrica
r:inf{d(Tx,x):x;th}:l

oldugundan C, = {—1, 1} cemberi T nin bir sabit gemberidir.
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